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Estimation of Weibull Renewal Function for Censored Data
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Abstract

In this study, the weibull renewal process in which interrenewal times are weibull distributed is considered.
In case of random right censored sample, a parametric estimator for the value of weibull renewal function is
proposed based on the maximum likelihood estimators of the unknown parameters of weibull distribution.
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Bilinmeyen Veri icin Weibull Yenileme Fonksiyonun
Tahminlenmesi

Ozet

Bu ¢alismada, i¢ yenileme zamanli weibull dagilim1 olan weibull yenileme siireci ele alinmistir. Rastgele veri
ornegi durumunda, weibull yenileme fonksiyonu i¢in weibull dagilimlarinin bilinmeyen parametrelerin
maksimum olabilirlik tahminleyici tabanli bir parametrik tahminleyici amaglanmistr.

Anahtar Kelimeler: Weibull dagilimi, yenileme siireci, yenileme fonksiyonu, , bilinmeyen

1. Giris

{X L n=1, 2,...} negatif olmayan, bagimsiz ve ayn1 F' dagilim fonksiyonuna sahip rasgele degiskenlerin

bir dizisi olsun. F'(0) = P(X, =0) <1 olsun.

X, : (I’l - 1) . yenileme yapildiktan sonra, 71.yenilemeye kadar gecen zaman olarak ifade edilsin.
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S$,=0,S8 =X, +..+X, ,n=1 olmakiizere §, rasgele degiskeni 7. yenileme yapilincaya kadar

gecen zamandir. Her 120 igin N(?),

N(t):sup{n:Sn <t} (1)

ile tanimlansin. NV (#) sadece ¢ zamanina kadar yani [O,I ] zaman araligindaki yenilemelerin sayisidir.

Bu sekilde tamimlanan /V(¢) yenileme rasgele degiskeni ve {N (), t> O} stokastik siireci bir yenileme
stireci olarak adlandirilir (Ross 1983).
{ N(), t> 0} bir yenileme siireci olmak iizere,

M) = E(N(t)), t>0 (2)

ile verilen M ortalama deger fonksiyonuna yenileme fonksiyonu denir (Karlin ve Taylor 1975). Burada

M), [O, { ] zaman aralifinda yapilan yenilemelerin ortalama sayisidir.

1, S, <t
I, =
0, S, >t 3)
olsun.
N@®=1, “
k=1
olup

k=1 k=

E(N<r>)=E[kaj= E(1)=Y P(S, <0)= Y F"(t) )
1 k=1 k=1
elde edilir. O halde
M@= F"@), >0 (6)
k=1

dir. Burada * Stieltjes konvoliisyon islemini gostermektedir.

Denklem 6’in kullanilmasiyla M yenileme fonksiyonu igin bir integral denklemi elde edilebilir.

(k+1)* [
F&0(1) yerine matematiksel olarak denk olan IF ¥ (t —x)dF(x) integralinin alinmastyla
0
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M(()=F() + jM(t—x)dF(x)
0 (7
=F@)+ F*M(), t>0

bulunur. Bu integral denkleme yenileme denklemi ad1 verilir. Buna gore denklem 7
t
M) = F(t) + [Ft-x)dM (), ¢20 (8)
olarak yazilabilir.

M yenileme fonksiyonu genelde iki parametreli Gistel, diizgiin, hiper iistel ve gamma dagilimi diginda
analitik olarak elde edilemez. Bu durumda M sayisal olarak elde edilebilir. Literatiirde Laplace ve ters
Laplace doniigiimlerinin hesabina, kuvvet serileri agilimina, kiibik spline yaklasimina ve yenileme integral
denkleminin sayisal hesabina dayali baz1 yontemler vardir (Baxter ve ark. 1982; Xie 1989). Kolay olarak
programlanabilmesi hemen hemen tiim durumlarda basitligi ve yakinsakligi ile iyi sonuglar veren ve diger
bilinen yontemlerle karsilastirildiginda uygulanabilirligi daha fazla olan bir yontem asagida tarif edilen
Xie’nin RS (Rieman-Stieltjes) yontemidir (Xie 1989).

b
Riemann-Stieltjes integralin tanimmin 15181 altinda I g(x)dh(x) integrali, [a,b] araligmin bir

a

pargalanmasi A= {XO,XI,-.-,XH} olmak tizere,

()~ g+ 2)(hx) = hCx,.) ©

seklinde yazilabilir. Riemann-Stieltjes integralinin sayisal hesaplanabilmesi ic¢in kullanilabilecek bu

formiilde par¢alanmanin normu kiigiildiik¢e yaklagimin daha iyi olacagi agiktir. Denklem 8 incelendiginde
t verilmis bir deger ve {fo,tl,---,fn} 0=t,<t <..<t, =t sartim saglayan bir par¢alanma olsun.

Bu durumda
tl
M (t) = F(t,)+ [ F(t, = x)dM (x)
0
seklinde olup denklem 9’iin kullanilmasiyla

M)~ F)+ S F,— (0, +1,)/2)(M ()~ M(t,.) (1)

J=1
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bulunur. Béylece 1; = ZF (¢, —(t;+1,)/2)(M(t;)-M(t, ) alndiginda M (t,) ardisik olarak,

=R
M(t,) = 0 olmak iizere

F(ti)+]—;_F(ti_(ti+ti—1)/2)M(ti—l)

M) = 1-F(t,—(t,+1,_)/2)

,i=12,...,n

an
ile yaklasik olarak hesaplanabilir (Xie 1989).
Bu yontem ozellikle f* olasilik yogunluk fonksiyonu bilinmedigi ve aykiri noktalara sahip iken

faydalidir.

F dagilim fonksiyonu yerine f~ olasilik yogunluk fonksiyonu verildiginde ve F ’nin kapali bir formda

ifadesi yok ise /' dagilim fonksiyonu
t

F(tt):F(tt—1)+f((tt+t1—1)/2)_’ l:17277n (12)
n

formiili ile kolaylikla hesaplanabilir. Denklem 7 ve denklem 8 teorik olarak denktirler. Literatiirde en
yaygin olani denklem 7 olmasina ragmen RS yontemi 3 nolu denkleminin ¢6ziimiine kisitlanmistir. Esgit
olmayan adim uzunluklar1 kullanilirsa denklem 8 ardigik ¢6ziim i¢in daha basit goriiniir. Ayni zamanda

denklem 7 yerine denklem 8 kullanilmasinin temel avantaji F(¢) ’nin biiyiik ¢ ’ler i¢in hemen hemen sabit

olmasidir ve bdylece [F(t,)—F(f, ) deki yuvarlatma hatasi nispeten biiyiik olacaktir.

1. Sagdan Rasgele Sansiirli Orneklem Durumunda Parametre Tahmini Weibull Dagiliminin
Parametrelerinin Tahmini

Sansiirleme, zaman ve maliyet gibi bir takim sinirlamalar nedeniyle, 6rneklemdeki birimlerden elde edilen
gdzlemlerin analize dahil edilememesi veya elde edilemeyen bilgilerin goz ard1 edilmesidir. Ornegin, sabit
ya da rasgele takip siireli ¢aligmalarda, belirlenen siire sonunda ilgilenilen olayin (bozulma gibi) hala
gerceklesmemis olmasidir. Bu tiir durumlarda kargimiza ¢ikan gézlemlere sansiirlii veriler ad1 verilir
Literatiirde farkli sansiirleme c¢esitleri verilmistir (Lawless 2003). Bu c¢alisgmada sansiirleme

gesitlerinden yalnizca sagdan rasgele sansiirleme ile ilgilenmekteyiz. Bu kissmda F' dagilim fonksiyonu

fonksiyonel olarak bilinirken, bilinmeyen 6,,6,,...,6. parametrelerinin sagdan rasgele sansiirlenmis

orneklemine dayali olarak en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin elde edilmesi iizerinde durulacaktir.
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i=12,...,n icin Y, i parcann Omriinii ve 7 i. parga ile ilgili sansiirleme rasgele degiskenini
gostersin. Burada hem Yl (i=1,2,...,n)ler hemde Tl (i=12,...,n )ler bagimsiz ve ayni dagihiml

rasgele degiskenlerdir. Ayrica Y, (i =1,2,...,n)ve T, (i =1,2,...,n)rasgele degiskenleri bagimsizdir.

1
i=1,2,...,n olmak iizere i. bilesenin 7: rasgele degiskeni ile sansiirlenmesi altinda I. bilesen i¢in

sansiirlii gézlemimiz X, = min(Y,,7) “dir. Bu sekilde olusturulan X|,...  rasgele degiskenlerine

‘sagdan rasgele sansiirlenmig n birimlik érneklem’ denir.
Yenileme siirecleri ile ilgili uygulamalarda ¢ogu kez bu tip gdzlemler ile karsilasilir. Ornegin, yeni ¢ikan
bir driin farkli zamanlarda satilir ve iiretici bu satilan iirlinlerin bozulma siirelerini 12 ay boyunca izlenirse,

satilan Giriinlerin 6miirleri karsimiza sagdan rasgele sansiirlenmis veriler olarak ¢ikar.

i=1,2,...,n icin Y, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu /' ve olasilik yogunluk fonksiyonu
S ile gosterelim. F sekilsel olarak bilinirken bazi parametreleri bilinmesin. (91 , 492, oo 49r F ’in
bilinmeyen parametrelerini gostersin. Bu durumda X,,...  sagdan rasgele sansiirlii 6rneklemine dayali
olarak (91 , 492 yenes 49r parametrelerinin tahminleri yardimiyla F'’nin bir noktadaki tahminini yapabiliriz.

T (i=1,2,...,n) rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu G ve olasilik yogunluk fonksiyonunu

& ile gosterelim. i=1,2,...,n igin,

L Y<T,
I = (13)
0, Y>T
olmak tizere
X, =min(Y,,T})
(14)

Y1 +T,(1-1)
yazilabilir. . (1, =1) olay1 i. bilesen igin sansiirlemenin yapilmadigini gésterirken . (£, =1) olayi
sansiirlemenin yapildiginm1 gosterir. Simdi ilk olarak sagdan rasgele sansirli X,,...  orneklemi

durumunda olabilirlik fonksiyonunun olusturulmasi igin )(l ve ]l. (i=12,....,n ) rasgele

degiskenlerinin ortak dagilimlarini bulalim.
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Xi_xl’ll_IQXi: i 9Yz£7;
S X =Y =x, X;<T, (15)
<Y =x, , X, <T
oldugundan

Joa, (D) = f()A=G(x;)) (16)

ve
X =x,[,=05 X, =x, , Y, >T
o X =x , Y>T X, =T (17)
< Y=x , Y>x,
oldugundan
fr,»,[l- (xi’()) = g(x[)(l_F(xi)) (18)

dir. Boylece 5[ € {O, 1} icin

Fron @) =[] [1-Fe)] " [£,60] " [1-F )] (19

yazilabilir. Bu durumda sagdan rasgele sansiirlic X |,...  rneklemi igin L(@],@z,...@r) olabilirlik

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir (Lawless 2003).

L(6,6,,.-6,) = f[[f(x,- - FCO] T 60l [1-Fe ]

i=1

(20)

~TTLrG0) = FOO] " TTlee)] " [1-66)]"

olur. Bu L fonksiyonunu maksimum yapan (91,02--~, 9, degerlerine parametrelerin en ¢ok olabilirlik

A A A A A A

tahminleri denir ve bu tahminler sirasiyla 91992"') 9, ile gosterili. G dagilimu 91992"') 9,
parametrelerini igermez ise olabilirlik fonksiyonundaki ikinci ¢arpim en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerin
bulunma islemini etkilemeyecektir

En ¢ok olabilirlik yontemi ile uygun bir sekilde ¢alismak igin gdzlemlerin kiimesini D ve C
gibi iki alt kiimeye aywralm. [ gozlenmis bozulma zamanlarim ve C sansiirlenmis gozlemlerin

indislerinin kiimesini gostersin. [ kiimesinin bos kiime olmadig1 varsayim alinda C ve D kiimeleri

yardimryla olabilirlik fonksiyonu,
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L(@,,....0,) = Hf(xi)H(l—F(x[))Hg(x[)H(l—G(X,-)) @1

biciminde yazilabilir. Cogu durumda 91 > 92 “eey (9, en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri

Olog L(0)

0, i=12,...,r (22)
o0,

denklem sisteminin ¢oziimiiyle elde edilir. Yaygin kullanilan birkag F dagilimi disinda bu denklem
sisteminin analitik ¢6ziimii yoktur. Bu durumda sayisal bir yontem ile ¢oziimiin gerekliligi ortaya

¢ikmaktadir. Bu ¢alismada literatiirde en ¢ok kullanilan denklem sistemini ¢6zme yontemlerinden birisi olan

Newton-Raphson yontemi kullanilmistir.

3. Weibull Dagiliminda Parametre Tahmini

F | a sekil ve [ Olgek parametreli Weibull dagilim fonksiyonu olsun,
F(x) = | , x>0 (23)
olup bu dagilimin f~ olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(x)= %x“‘le‘“‘/ﬁ)a , x>0; a,f>0 (24)

dir.
Xipeoo F dagilimindan sagdan rasgele sansiirlenmis n birimlik 6rneklem olmak iizere,

sansiirleme rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu olan G ’nin o ve [ parametrelerini igermedigini

kabul edelim. Bu durumda

e, p) = H[% x4 e/ P jH( oGP ) o

ieD ieC

Ve
& a1 (/) (/)"
InL(a,f)= Zln(—axi et jZm(e ! )
ieD IB ieC
=S(D)lna-S(D)aln B+(a-1)) Inx, —%Zx;’—lafo 27)
ieD ﬂ ieD ﬂ ieC
=S(D)lna-S(D)aln B+(a-1)) Inx, —%fo
ieD i=1
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olup
1 L D 1 n 1 n
OlnL(a,p) =S( )—S(D)lnﬂ+21nxl.——(Zin“lnxﬁ naﬂ x' =0 (28)
oa a ieD in1 Y 2

ve

Ilep) . SO, oSy =0 @

denklemleri elde edilir. Denklem 29’den

e

p=|=— (30)

olur. Bu ifadenin denklem 28’de yerine konulmasiyla, & ‘ya gore tlirevinin alinmasiyla

1+,Z=1:1nx" _;xi Inx,
a S(D) ixa

i

-0 31)

i=1
lineer olmayan denklemi elde edilir. Bu denklemleri Matlab paket programinda Newton Raphson yontemi

ile ¢oziilebilir. Burada Newton Raphson yonteminin verilisindeki notasyonlara bagli kalinmak iizere,

anlnxi Zn:xl“ In x,

Ula)=—+ iiSl’(D) —=
a

2

i

(32)
i=1

Ve
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P - 2
(2]
=l (33)

2
1 Z xia (11’1 X; )2
i=1

n

fo’ Inx,
_ i=1
= 3 =+

n n
a
E xZ E xZ
1 1
i=1 i=1

dir. Bu durumda Newton Raphson yonteminden a(1) baslangi¢ degeri ile,

a(m+1)=a(m) —%
- lZ::lnxl. i gxf‘(’”) Inx,
atm)” SO) 3 ”
=a(m)— =l =, m=12,...

1 an:xfa SCE

n
le.“ ™ In X,
i=1
5 +

o Z” Z”
a(m) a(m)
xi 'xi
i=1 i=1

iterasyon iglemlerine ulagilir. « (m + 1) yeterince « (m) sayisina yeterince yakinsa iterasyon
durdurularak ¢ ’nin en gok olabilirlik tahmin degeri olan & = at(m + 1) olarak bulunmus olur.

Ornegin yapilan bu @ ve [ parametreli Weibull dagilimi igin sagdan rasgele sansiirlenmis

gozlem degerleri Tablo 1°de verilmistir.

Tablo 1@ ve [ parametreli Weibull dagilimi igin sagdan rasgele sansiirlenmis gdzlem degerleri

X X2 X3 X4 Xs" | X | X7 | Xs© | Xo' | Xio" | Xi2" | XisT | Xua®

7.92 | 455 | 6.77 | 6.77 | 7.51 | 7.08 | 6.59 | 6.08 | 5.15 | 1.95 | 4.08 | 7.45 | 5.23

* sembolil sansiirlenmis gézlem degerleridir.

Matlab programinda denklem 34’°daki iterasyon islemleri yapilinca & nin en ¢ok olabilirlik tahmin

degeri @ =7.9272 olarak bulunur. Denklem 30’de 3 'min en ¢ok olabilirlik tahmin degeri
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3 =17.8533 olur.

4. Sonuclar

Bu calismada yenileme siireglerine temel olan bazi kavramlar tanitilarak yenileme teorisi iizerinde
durulmustur. Daha sonra analitik olarak elde edilemeyen weibull yenileme fonksiyonu Xie ‘nin RS
yontemiyle elde edilmistir. Aragtirmanin konusu dogrultusunda; yenileme siire¢lerinde sik kullanilan

sansiirlii 6rneklem durumunda weibull yenileme fonksiyonu elde edilip en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri

bulunmustur.
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