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Abstract

The boundary value problems that deal with the piecewise continuous solution of an elliptic system that
satisfies a certain jump condition on the curves for a given closed curve or a set of finite non-
intersecting curves are Riemann boundary value problems.

In the first part of this study, the literature summary on the Riemann boundary value problem, the
Riemann boundary value problem for the half plane and the Riemann boundary value problem for the
half plane in the weighted spaces are given. In the second chapter, the Riemann boundary value
problem for the half-plane in the weighted spaces is established, in the third chapter, Lemmas, which
are the results obtained for the solution of the problem, are given together with their proofs, and finally,
in the fourth chapter, two theorems and their proofs that indicate the necessary and sufficient conditions
for the solution of the problem are given.
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Analitik Fonksiyonlarin Agirhikh Uzaylarda Yar1 Diizlem
I¢in Riemann Simir Deger Probleminin Incelenmesi

Ozet

Belirli bir kapali egri veya sonlu kesismeyen kapali egriler kiimesi i¢in, egriler lizerinde belirli bir
sigrama kosulunu saglayan bir eliptik sistemin par¢ali siirekli ¢6ziimi ile ilgilenilen smnir deger
problemleri Riemann siir deger problemleridir.

Bu ¢aligmanin birinci boliimiinde Riemann smir deger problemi, yar1 diizlem i¢in Riemann sinir deger
problemi ve agirlikli uzaylarda yar1 diizlem icin Riemann smir deger problemine iligkin literatiir 6zeti
verilmistir. Ikinci boliimde agirhikl uzaylarda yar1 diizlem i¢in Riemann sinir deger problemi kurulmus,
tclincli boliimde problemin ¢6ziimiine iliskin elde edilen sonuglar niteligi tasiyan Lemmalar
ispatlartyla birlikte verilmis ve son olarak dordiincii béliimde problemin ¢dziimil i¢in gerek ve yeter
kosullar1 belirten iki teoreme ve ispatlarma yer verilmistir.

Anahtar Kkelimeler: Riemann sinir deger problemi, yar1 diizlem ig¢in Riemann smir deger problemi,
agirlikli uzaylarda yari diizlem i¢in Riemann smir deger problemi

1. Giris
Smir kosullar1 adi verilen kosullar altinda kurulan bir diferansiyel denklemin ¢oziimiine smir deger
problemi denilmektedir (Gakhov, 2014). On dokuzuncu yiizyilin sonlarina dogru, 6zellikle Rus bilim
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adamlar1 tarafindan ilgi goérmiis olan bu problemler giiniimiizde de calisilmaya devam etmektedir
(Vasilyev, 2018).

Belirli bir kapali egri veya sonlu kesismeyen kapali egriler kiimesi igin, egriler {izerinde belirli bir
sigrama kosulunu saglayan bir eliptik sistemin parcali siirekli ¢ozliimii ile ilgilenilen bu problem klasik
smir deger problemlerinden biridir ve Riemann sinir deger problemleri olarak anilmaktadir. Sinirlt bir
bolgede tanimli analitik fonksiyon problemleri ile ilgili ilk ¢alisma Riemann’a (1857)
dayandirilmaktadir (Brezis, 2003). Bu ilk ¢aligmada Hilbert (1904) Dirichlet probleminin ¢dziimiini
vermistir. Konunun uygulamalar1 arasinda lineer olmayan Poisson denklemleri, iki nokta smir deger
problemleri ve Laplace denklemlerinin ¢6ziimii yer almistir (Gormiis, 2008).

Bu ¢aligmada analitik fonksiyonlarin yari diizlem i¢in Riemann smir deger problemleri agiklanmistir.
izleyen paragraflarda sirasiyla Riemann sinir deger problemleri ve yar1 diizlem icin Riemann siir
deger problemleri ile ilgili yapilan ¢aligmalar 6zetlenmistir.

Gakhov (2014), ilk basim yili 1966 olan kitabinda sinir deger problemlerini, g¢esitlerini, gerekli
teoremleri ve ispatlarini, problemlerin ¢6ziim ve uygulamalarma yer vererek agiklamistir. Begehr ve
Hile (1982), kuasilineer eliptik sistemler i¢in dogrusal olmayan Riemann-Hilbert sinir deger problemini
¢6zmek lizere Newton ve gomme yontemlerinin bir kombinasyonu ile dogrusal olmayan problemleri
dogrusal problemlere indirgemistir. Du ve Wang (2005) polianalitik fonksiyonlarm Riemann siir
deger problemleri ve kapali egri iizerindeki metaanalitik fonksiyonlar1 incelemistir. Giirlebeck ve
Zhang (2009) fonksiyonlarn bir CI(Vs3) Clifford cebrinde Rm(m > 0) Riemann smir deger
problemlerini incelemis ve biiylime davranigi tahminlerini k-monojenik fonksiyonlar i¢in seri agilimlari
ile birlestirerek harmonik ve biharmonik fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Liouville teoremini
ispatlamigtir. Blaya vd. (2011), o6zellikle sinirdaki sigrama davranigini g6z Oniine alarak, sinirin ¢ok
zayif oldugu kosullarda Riemann sinir deger probleminin ¢dziimii igin diizeltilemeyen egriler iizerinden
egrisel Cauchy integralini hesaplamustir.

Alekna (1973) yar1 diizlem i¢in homojen Riemann smir deger problemini incelemistir. Nakhmein ve
Nuller (1982), analitik fonksiyonlar teorisinin temel sinir problemleri olan, keyfi konturlarin egik bir
kafesi tizerindeki Riemann problemi, yar1 diizlem i¢in Hubert ve karma (mixed) problemlerini ve bir
¢izgi lizerinde periyodik yariklar sistemi olan bir diizlem i¢in Dirichlet problemini, translasyonel
simetriye sahip belirli kontur sistemleri tizerinde ele alarak incelemistir. Yine Nakhmein ve Nuller
(1986), kismen tam kaplinli ve kismen kayma ile temas halinde olan bir damga (veya pul) ile temas
halindeki elastik yar1 diizlem problemlerini dikkate almis, problemleri, birlesik Dirichlet-Riemann sinir
deger problemine indirgemis ve genel quadratik bir ¢oéziim elde etmistir. Xu ve Zhou (1993)
caligmalarinda, st yari diizlemdeki monojenik fonksiyonlar i¢in Riemann-Hilbert tipi smir deger
problemlerini hem klasik anlamda hem de LP anlaminda incelemis ve ¢dziimlerin agik formiillerini elde
etmistir. Begehr ve Obolashvili (1994) bir Beltrami denkleminin yar1 diizlem igin Riemann smir deger
problemlerinin ¢6ziimiinii vermistir. Ming-hua (2006) analitik fonksiyonlar igin ters Riemann-Hilbert
sinir deger problemlerinin bir sinifi i¢in genel matematiksel formiilleri vermistir. Gaertner (2006) iist
yar1 diizlemde basit karmagik sinir deger problemlerini incelemistir. Sheng-yong (2011), yar1 diizlemde
analitik fonksiyonlar i¢in ters Riemann-Hilbert smir deger problemleri smifinin matematiksel
formiilasyonunu vermis, bu problemlerin Kklasik teorisine dayanarak, normal ve normal olmayan
durumlarin ters sinir deger problemlerinin ¢oziilebilirligini tartismig, ayrica ¢dziim kosullart ve
gosterimlerini vermistir. Galybin (2018) kitabinda, gerilme ve yer degistirme yonelimlerine gore ortaya
¢ikan elastik yar1 diizlemler i¢in sinir deger problemlerinin ¢dziimlerinden bahsetmistir. Hu vd. (2018),
genellestirilmis 4 x 4 matrisli Ablowitz-Kaup-Newell-Segur-tipi Lax ¢ifti ile izotropik bir ortamda
polarize optik dalgalarin yayilmasini tanimlayan, biitiinlestirilebilir tutarli bir sekilde baglanmig
dogrusal olmayan bir Schrédinger sistemini incelenmis, karsilik gelen baslangi¢ sinir degeri problemi,
karmagik diizlemde bir matris Riemann-Hilbert problemine indirgenmis ve ayrica iliskili spektral
fonksiyonlarm birbirine bagli oldugunu ve global bir iligki sagladigin1 gdstermistir. Hayrapetyan ve
Aghekyan (2019a) ¢alismalarinda, agirlikli fonksiyonlar sinifinda yar1 diizlem i¢in Riemann sinir deger
probleminin ¢6ziimiine iliskin yontemler incelemistir. Yine Hayrapetyan ve Aghekyan (2019b), p(x)
agrrligmma gore siirekli olan C(p) fonksiyonlar smifinda yar1 diizlem i¢in Riemann sinir deger
problemini incelemis, problemin ¢6ziimii i¢in gerek ve yeter kosullari olusturmus ve ¢oziimleri agik
bicimde gostermistir. Bikchantaev (2020), karakteristik denklem kokleri hakkinda ¢esitli varsayimlar
altinda yar1 diizlemde sabit katsayili ikinci dereceden dogrusal kismi diferansiyel denklem igin
periyodik sinir deger problemlerini incelemis, bu koklerin sanal kisimlar1 ayni isarete sahipse Hilbert
tipi bir sinir deger problemi ve zit isaretlere sahiplerse Dirichlet tipi bir problemi diisiinmiis, gerekli ve
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yeterli ¢oziilebilirlik kosullar1 elde etmis, bu problemlerin ¢6ziimii i¢in agik formiiller vermis ve
bunlara karsilik gelen homojen problemlerin ¢6ziim sayisini elde etmistir.

2. Analitik Fonksiyonlarin Agirhikh Uzaylarda Yan Diizlem i¢in Riemann Simir Deger Problemi

I ={x+iy,y>0} ve II" ={x +iy,y <0} srasiyla iist ve alt yar1 diizlemler olmak {izere A,
1" U I~ diizleminde analitik ¢ fonksiyonlarinin bir smifi olsun ve agagidaki kosullari saglasin.

ld(2)| < Clz|™,[Imz] =2y, >0
Burada, m bir dogal sayidir ve C de muhtemelen y,’a bagl bir sabittir.

f(+) = f(—) # 0 olmak iizere C(—o0; +o0), reel eksende siirekli olan f(x) fonksiyonlarmin
f(+) ve f(—o0) ile siirh bir sinifi olsun.

56(; 1] ve x4, x, > C > 0 igin C®(—o00; +00), f € C(—o0; +00)’i gostermek iizere asagidaki esitsizlik
yazilir

1 1 s
X1 X2

If(x) = flx)l <M

C(p) gercel eksende siirekli f fonksiyonlarmn bir sinifidir ve asagidaki formiille ifade edilmektedir.
fGp(x) € C(—=00; +) Ve lIf gy = MaXye(—oo a0y f (P
Burada, x; € (—o0,+00) gergel sayilar ve {a,}7 ve {x,}7 dizileri belirli kosullar1 saglayan diziler

olmak {iizere, p(x) asagidaki gibi gdsterilmektedir

x—xi | %k

p(x) = I

, O0<ap <1 (1)

xX+i

Bu asamada Riemann sinir deger problemini yazabiliriz
d*(x) — a(x)d™(x) = f(x).

Burada &¢*(2), LP(p), p € (1,),p(x) = [I¥_1lx, — x|% agwlklh uzaylarinda tammh [T
bolgelerinde analitik olan fonksiyonlar1 temsil etmektedir (Khvedelidze, 1956; Khevedelidze, 1970;
Khevedelidze, 1975; Simonenko, 1959; Simonenko, 1964; Tovmasyan, 1994; Tovmasyan ve Babayan,
2007; Saldatov, 1991; Saldatov, 1993; Kazarian, 1987; Kazarian vd., 1997; Hatrapetyan, 2001;
Hayrapetyan ve Babayan, 2001; Hayrapetyan ve Meliksetyan, 2003; Hayrapetyan, 2004).

Agirlik fonksiyonu asagidaki bicimde olursa sinir deger problemi birim daire ile sinirlanmistir
p(@) =IIlte —tl™, 0<ap<1ltl=1.

Bu problemde argt, I 0 durumu L'(p) uzayinda asagidaki esitlik i¢in arastirilmistir (Hayrapetyan,
2018)

lim,1-ollp*(rt) — a(@ e~ (r716) — f(©)l2¢p) = O.

Burada, ¢ () =0 olmak iizere, @*(z) fonksiyonlar, D* ={z:z<1} ve D~ ={z:z> 1}
bolgelerinde analitiktir. Hayrapetyan (2018), ¢, k = 1,2, ... ve (@, )7 kosullar1 igin Riemann homojen
probleminin L!(p)’de sonsuz sayida dogrusal bagimsiz ¢dziime sahip oldugunu ve genel ¢dziimii agik
bir sekilde belirtmistir. Agirlik fonksiyonunun sinirda sonsuz sayida sifir degeri almasi durumunda
agirlikli uzaylar i¢in Riemann sinir deger problemini arastirmak i¢in dnce ¢ € A analitik fonksiyonu
igin ay, keyfi gergel sayilar ve x, dizisi x; € (—o0,+00) olmak iizere, agirhikli uzaylar igin Riemann
smir degeri problemini agagidaki gibi yazilmaktadir.
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Problem R: f € C(p) olsun. Bu durumda [1* U I1~ diizleminde analitik olan bir fonksiyon asagidaki
gibi bulunur

limy—>+0”q)+(x +iy) —a(x)d™(x —iy) — f(x)llf(p) = 0.
Burada, p(x) Esitlik (1) olarak tanimlanan ifade, a(x) € C%(—o0; +),a(x) # 0 ve
|x| > € > 0°da |a(x) — a()| < C|x]|4.

Boylece, a(x) katsayr indeksi 1’den biiyiik oldugunda homojen problemin dogrusal olarak bagimsiz
tek ¢oziime sahip oldugu ve aksi halde ¢6ziimii olmadig1 gosterilmistir (Hayrapetyan ve Aghekyan,
2019a). Ayrica, homojen olmayan problemin ¢ozliimiine ulagmak i¢in gerekli kosullar1 da
belirlenmigtir. Hayrapetyan ve Aghekyan (2019b)’in bu probleme iliskin elde ettigi sonuglar asagidaki
gibi siralanabilir.

3. Sonuglar
N K
Kk = inda(t),t € (—oo, +00) olsun. a,(t) = (g) a(t) ve inda,(t) = 0 olmak iizere, (2) esitlikleri

asagidaki gibi yazilir

S$*(2) = exp {2%1 f:: —lnatl_(?dt},z e,

S7(z) = (j—ti)x exp {L +°°7ma1(?dt},z eIl .

2mi Y~ t—

()

Burada iki durum s6z konusudur.
Durum 1: {x,}° dizisi sonlu bir x, limitine sahip oldugunda,
Ymeq g < 00,

Lemma 1. {x;}3° dizisi bazi ¢ > 0 sabitleri igin asagidaki kosullart saglasin.

Yk=1 i Inlxg — xi| > —oo, €)

|xk—x]-|>c|xk—x0|,j¢k. 4)
Bu asamada asagidaki esitsizlik yazilir

infpm =p, >0 m=1,2,...

Burada

Xm—Xk e

Xm+i

Pm = [gem

Ispat. Esitlik (4) kosulunu kullanarak asagidaki ifadeler yazilir

493
Xj—X Xo—Xk

ag
> c%
x]'+i

Xj+L

xj—X) Tl

Xj+l

e o) a oo Xo—Xk
> [liezr e [17%;

[T

Xj+i
Esitlik (3) ile verilen kosula gore infp,, = 6 > 0,m = 1, 2, ... olacak sekilde bir § > 0 vardir.
Durum 2: {x; }¥° dizisinin limiti sonsuz oldugunda ise,

Y1 Inlxy | < oo.
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Lemma 2. {x; }5° dizisi bazi ¢ > 0 sabitleri i¢cin asagidaki kosulu saglasin

|xk—xj|>cxj, j*k. (5)
Bu durumda,

infpm =po>0 m=1,2,...

ispat. ¢ > 0 sabiti k ve j’den bagimsiz olmak iizere, |xk — xj| > clxgl, j# kigin

oo (o) (oo}
.—xk «
> c%k >C>O.
xl+-l x]+l
k#j k=1 k#j

Boylece, infp, =py >0, m =1,2,... oldugu goriilmektedir ve asagidaki esitlikler yazilabilir

aj

X—xj

8 (x) =17k

x+i
Oy = Ops1(x) = 6 (%),  x € [xp, Xp41)-

Lemma 3. § (x1)=0 olacak sekilde x;, € [xy, Xk+1), k = 1,2, ... vardur.

Ispat.
= X; — X% Xj — x aj
L= -
ler1 () — 8 (x) T x+1
]¢k+1
1—[ |x - x aj |xk - x|“k |xk+1 — X|%k+1
x + l x+i x+i
Jj#kk+1
Burada, asagidaki ifadeleri saglayacak bigimde c;, c, > 0 segilir
8(xprr — €1) = |—cq|®41 =[xy — x5 — 1| < O ve

8(xg + ¢2) =[x — X1 — 2| % — || > 0.

&(x) siirekli oldugundan &(x) = 0 denkleminin bir (tek) ¢6ziimii vardir. Bu noktalar xj ile
gosterildiginde Lemma 3 ispatlanmug olur.

X, =(—,x;1) ve X, = [xp_q,x1,k = 2,3, ... olsun. Buradan, X, N X, =@,k =1,2,3,... oldugu
agiktir.

Lemma 4. {x,}° dizisi (3), (4) veya (5) kosullarindan birini saglasin. O zaman k = 1,2, ... igin
asagidaki kosulu saglayan bir § > 0 vardir

infrex, Ok (x) > 8 > 0.
ispat. x € (x,_y,x;) olsun. O zaman j > k + 1 icin |x; — x| > |x; — x| ve eger j < k ise |x; — x| >
Xj— xk_1| olur. Lemma 1 ve 2 kullanilarak agagidaki ifadeler elde edilir

xj—x Xj—Xk xp|%

H]>k+1 i > H]>k+1 o > 6 >0ve
Xj—Xk-1 aj
H/<k P, > H]<k et > 6.

Dolayisiyla, &8, (x) = 82, x € (x}_q,%;) olur.
Simdi ise x € (x4, x;) olsun. O halde, j < k iken |x; — x| > |x; — x;| ve
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k-1 k-1 o
x Xj — X
LI (EREAL
x+i X1 1

Jj=1 Jj=1

olur. j = k + 1 i¢in ise |xj —x|= |x]- — Xppq| Ve

x—x“; Xj— Xpq1|®

[[Fsel - T IRe >

>k jeie Tl

elde edilir ve dolayisiyla, 8, > &2 olur.

Lemma 3 ve 4’¢ kullamlarak, §(x) fonksiyonu siireklidir ve inf&(x) > 0,x € (=0, +) igin
asagidaki gibi gosterilir

S§(x)={6(x),x€ X}, k=1.2,....
& (z) fonksiyonu ise asagidaki gibi tammlamr

(z+L)S(z) +00 f(® dt ¥
c]>(Z) f © (t+i)St(t) 6(t) t—z’ z€ell

Lemma 5. C sabiti y 'den bagimsiz oldugunda asagidaki tahmin dogrudur
lld*(x + iy) — a(x)d™(x — iy) — f(X)llepy = 0.
Bu tahmin limit iligkisi igin de gegerlidir

Jirfo||¢+(x +iy) —a(x)d™(x —iy) — f(Ollepy = 0.

Ispat.
dr(x +iy) —a(x)d™(x — iy)
_(x+iy+0S(2) J’ f(®) ac
- 2mi S+ DSH®) S()t—x—iy
_ a(x)(x —iy +i)S(x — iy) T) f@®) dt
2mi t+)SH) ()t —x+iy
= I1(f:x'3") + Iz(f,er)-
Burada,
S+ iy)(x+iy+i) " f(®) ydt
hf,xy) = T J- t+i)SH(t) 6(t) (t —x)? + y?
ve

@ dt
o (t+i)St(t) 8(t) t—x+iy

L(f,x,y) ——(S(x+ iy)(x+iy+i)—alx)Sk—iy)(x —iy + L)) f

Ayrica,

_S(x+1y)p(x) +oo f(t)(x+iy+i) ydt
h{f, % y)p() e o (t+0)S*(t) 3(t) (t-x)2+y?

$*(z) smirli ve §(x) > § > 0 oldugundan (Lemma 4) asagidaki ifade edilir
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I f@)ydt
! (t —x)? + y?
+0oo
_ fO((x+iy+)—(t+10) ydt
+éip(x) - 2 2
t+i (t—x)2+y
= 1D(f,x,9) + 1P (f,x,7).
Dolayisiyla,
(D yldt|
IO, %,y) < Ep(x) MaXee (oo 100y [F OO [ ey = allfllee) -
[(x +iy +i)— (t+ )| = |t —x — iy| igin ise asagidaki ifade elde edilir
@) ~ yldt|
I < .
~ ~ yldt| yldtl
salfle | i f o < el

Yukaridaki ifadede ¢y, c, sabitleri y’ye bagli degildir. Bu nedenle M;,y’ye bagl bir sabit olmak {izere
asagidaki bagint1 yazilabilir

I (f, 2 Wllemy < Mallflleg) -

Ayrica,

p(x) . . . . . . +00 f() dt
L(fxyp() =52 (S + )@+ iy + D) — a@)SCe - i — iy + D) [, om0 ars

S* ve S™ ile siirh olan agagidaki ifade gibi

Stix+iy)x+iy+i)—a(x)S (x—iy)(x—iy+i)=(x+ L')(S*(x +iy) —a(x)S (x — L'y)) +
iy(S*(x +iy) +alx)S (x — L'y)) .

Lemma 1 (Aghekyan, 2016) kullanilarak y > 0 ve bir A > 0 sabiti i¢in agagidaki tahmin elde edilir

[ST(x+iy) —a(x)S (x—iy)| < A—— (6)

|x+1|25

Buradan, M,, y’den bagimsiz bir sabit olmak iizere,

+
_ |dt]

< < -

Iz(f;x;:V) —= sz(x)xe(lzl)?,)-(i—oo)lf(x)l f |t+ l”t — x4+ lyl —= MZ”f”C(p)

yazilir. Dolayisiyla, M = max{M,, M,} olmak iizere,
lp*Cx + iy) — aG)d™(x — W)l < Mllfllew) -

Lemma 5’in ikinci kismmnm ispati igin, f,(x) € C®(p) asagidaki kosulu saglayan bir sonlu
fonksiyonlar dizisi olsun

limn—»oo”f;l(x) - f(x)”f(p) =0.

Keyfi bir n i¢in
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L @+DS@ [ f© dt .
bu(2) =—— = _j s (0smi—z €T

Bu asamada (7)’nin saglandigi gosterilmelidir.

limy 4 olld5 (x + iy) — a(x)dr(x — iy) — f (e =0 - (7
Sokhotski-Plemelj formiiliinden (8) elde edilir
dr(x +iy) —a(x)dr(x —iy) = fo(x), x € (—4,4) . 8
Ege,|x| > A ise
STty D [ L@ yde
hixy)= 2ni _[o C+ 057 (0 30t~ 22 + 72

1
J(x,y) = ﬁ(S(x +iy)(x+ iy +1)

f(@®) ydt
)S*H() ()t —x + iy

—a(x)Sx —iy)(x—iy + i)). J T

olmak {iizere, asagidaki gosterim kullanilir
dn(x +iy) —a(x)dy(x — iy) = Ji(x,y) + )2 (x,y) .
Buradan da

maxz5qp(X)|d5 (x + iy) — a(x) by (x — iy) — f,(x)]
< Maxz5qp (|1 (6, Y) | + max 750 () 2 (x, y)|

elde edilir.

J1(x,v) i¢in f;,(x) = 0, [x| > A ve C sabit oldugundan asagidaki tahminin yapilmas1 miimkiindiir

+o0 n 4
PO () < Cmazigma pGlx + iy +il [ |20 2
- +24 | £ it
< Cllfa M lepymax zjsq § ylx + iy + i = —
P _L [t +D)SH(®)| (£ —x)

ylx + iy + i
= Cl”fn(x)”f(p)maxlz|>a{ }

[x2 — 4A2|
Boylece, y —» +0 iken J; (x,y) = 0 egilimindedir.

Lemma 5’in ilk kisminin ispatinda benzer sekilde y — +0 iken J,(x,y) = 0 egiliminde oldugu
goriilebilir. Dolayisiyla, Esitlik (8) kullanilarak (7) elde edilir.

Lemma 5’in ilk tahmini ve (7) kullanilarak asagidaki ikinci tahmin elde edilir
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ld*(x + iy) — a(x)d~(x —iy) — fF(Dlleep)
< i (x + iy) — a(x) by (x — iy) = ey + () = F )
+ 3 (x + iy) — o+ (x + iy) — a() [ (x — iy)] — d~(x — Wl
< i (x +iy) — a(x) bz (x — iy) = f(@ ey + 2l fn(x) = FOlle -

Dolayisiyla,

yliqloll¢2(x +iy) —a(x)dn(x —iy) — f(NDlley = 0.
Hayrapetyan ve Aghekyan (2019b) yukarida verilen sonuglarin yer aldig iki teoremi ve ispatlarmni
asagidaki gibi vermislerdir.

4, Temel Teoremler
Teorem 1. (9) problem diisiiniilsiin.

limy_,4ollpn (x + iy) — a(x)dn (x — iVl = 0. ©)

a) k=0 oldugunda A, B sabitleri ve S(z) de (2) ile tamimh esitliklerin birlesimini gostermek
iizere (9) probleminin genel ¢oziimii (Az + B)S(z) dir.

b) k= —1 iken (9) probleminin genel ¢oziimii A(z + i)S(z) 'dir.

¢) Diger durumlarda (9) homojen probleminin ¢oziimii yoktur.

Ispat. x,, {x;}3 noktalarmm toplami olan bir nokta ve P(z) de m dereceli bir polinom olmak iizere,
(9) probleminin ¢oziimii ya
P(2)S(z), 22, k=1,2 veya 22 (10)
o

Xk—Z

(6) kullanilarak,

IS*(x + iy)(x + iy)* — a(x)S™(x — iy) (x — iy)¥|
< G+ i) IS*T(x + iy) — a(x)S™(x — iy)]|

TN 4
+ 10+ ) [la()s™(x = iy)|-|1 ‘(§+g) ‘

<100+ 091 15+ ) = 05~ = )]+ 7)< (ALl + 5 1xl0)
elde edilir.
Buradan, eger k¥ > 0 ise

|P(x + iy)S*(x + iy) — a(x)P(x — iy)S~(x — iy)| < y(Alx|™t + y¥|x|m-29).
Dolayisiyla, (9) probleminin bir ¢6ziimiiniin P(z)S(z) olmasi i¢in m degeri 0 veya 1 olmalidir.
Boylece, ¢oziim (Az + B)S(z) ile temsil edilir.

Eger k = —1 ise S~ (z), z = —i noktasinda 1. dereceden kutba sahiptir. Bu nedenle P(z), A(z + i)S(z)
bigiminde gosterilir.

Kk < —1 olmas1 durumunda, z = —i noktasinda |x|. dereceden kutba sahiptir. Ciinkii m < 1 i¢in (9)
probleminin ¢dziimii yoktur.

) o 22 epin (9) probleminin kosulunu saglamadigini géstermek gerekmektedir.
—

Bu agamada ., Ve

x Xo—2

Kosulun saglandigi varsayildiginda
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$1(2) = xi(i)z
yazilir ve
oF (x +iy) —a(x)d7(x —iy) = % - a(x)% =L y) + L(x,y).
Burada,
L(xy) = 2yS(x+ly). vel(x,y) = Sty + a(x)ts(x —iy) _
(e = x)% + ¥ X —x+1y
X = xj olmasi durumunda
p(x)

|1, Cx, y)p(x)| = CT

elde edilir. Dolayisiyla,
Jim 112 Ce vl = oo.

Simdi ise (6) esitsizligi kullanilarak y — 40 ‘a benzer sekilde asagidaki ifade elde edilir

1
§ ak 8 ak 6
~ Y0 lx—xd yo  lx—xgl v 2
1I,(x, y).p(x)| < € =c 50
2 ) . > (y -208 — N = (3 128 11 2 1_ '
|x+i]29 |xp—x+iy| Jx+i] Ixp—xI2y2 =2~ %

Boylece,
limy—>+0”12(x1 y)”C_'p =00.
Bu nedenle ¢7 (), (9) probleminin bir ¢éziimii degildir.

Ayrica,

S(2)
Xo—Z

do(2) =
esitligi ile (9) probleminin kosulunun saglandig: varsayilarak da benzer bir sonu¢ asagidaki gibi elde
edilir
&g (x +iy) —a()do (x —iy) = J1(x,y) + )2 (x,¥) .
Burada,

2iyS(x+iy)

S(x+iy)+a(x)S(x—iy)
(xo—x)2+y2 '

Xo—Xx+iy

J1Gey) = ve ,(x,y) =

k — oo gibi x;, = x, oldugu dikkate alindiginda,
Jim 12 Ge, )lle, = co ve lim 11/ (x, y)lle, = 0

elde edilir. Sonug olarak ¢, (z) de (9) probleminin bir ¢oziimii degildir.

Teorem 2. f € C_'p olsun ve {x;}7° noktalar dizisi (3), (4) veya (5) kosullarindan birini saglasin. Bu
durumda, asagidaki onermeler dogrudur.

a) Eger k =0 ise z € [1* ve A, B sabitler olmak iizere homojen olmayan Problem R’nin genel
¢oziimii asagidaki gibidir
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(Z+L)S(Z) +oo JO)
¢(2) = I ® CIDSHE 6(0 — + (Az+B)S(2). (11)
b) Eger k = —1 ise homojen olmayan Problem R ’nin genel ¢oziimii asagidaki gibi gosterilebilir
¢(2) = (Z+l)s(z)f+°° 1O, + (z+)S(z), ze*.

(t+i)S*(t) a(t) t—
C) Eger k < —1 ise homojen olmayan Problem R ‘nin ¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart f
fonksiyonunun asagidaki kosullar: saglamasidir

+00  f(b) dt - o
—oos+(t)’8(t)(t+i)f_0' j=12,..,—k—1 .

Bu durumda genel ¢oziim, A = B = 0 olmak iizere (11) ile gosterilebilir.

Ispat. a) ve b) siklarindaki 6nermeler Lemma 4 ve Teorem 1 ile ispatlanabilir.
¢) k < —1 olsun. Bu durumda,

P*(x +iy) —a()d™(x - iy) = f,(x) . (12)

Esitlik (12), (x + i)~ ! ile carpilir ve a, = ] oldugu dikkate almirsa,

_(

otaty)  T(x-iy) _  fy()
S+  ST)+D) | ST+
Buradan da,
d*(z +iy) ¢ (z—iy)
Y2) ==, z€ell* 7(2)=——F"", z€Il”
b=y (€T Ve =eTy 2

yazilir ve bu ifadelerin arasindaki fark asagidaki gibi elde edilir

&3 () = 4y () = 55

St (e+i)
k < —1 olmasi durumunda, ¢ (z) fonksiyonu z = —i noktasinda |x — 1| mertebeden sifira sahiptir.

Sonug olarak f(x) fonksiyonu asagidaki kosullar saglar

+oo  f(t) dt . o
f—oo—s+(r)3(t)_(t+i)i_0’ j=12.,—k—1.
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